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In this article we prove that a sufficient condition for an oriented strongly 
connected graph with n vertices to be Hamiltonian is: 
61) for any two nonadjacent vertices x and JI 
d+(x) + d-(x) + d+(y) + d-(y) > 2n - 1. 
DI~FINITIONS ET NOTATIOFJS 
Les notations sont celles de [I]. Rappelons qu’un l-graphe G est UII 
couplet (X, U) d’ensembles. 
Les Sments de X sont appelks sommets de G. F/ est contenu dans 
X x X (produit cartksien de X par k-m&me) et constitue l’ensemble des 
arcs. 
Un arc note (x, y); x est I’origine de l’arc, y est l’extrCmit&, G est fini 
si X est fini, saris boucles s’il ne contient pas d’arcs du type (x, x)~ ELIIS 
la suite, nous ne considCrerons que des l-graphes finis saris boucles. 
On notera TG-(x) l’ensemble des sommets y tels que (y, AT) appartienne 
& U, TG+(x) l’ensemble des sommets y tels que (x, y) ap~artien~e k kY3 
&i(x) = / Tc’-(x)I cardinal de l’ensemble F,+(X) et d-(x) = i .FG-(x)l. 
Le sous-graphe de G engendrk par XI contenu dans X est un graphe 
note GX1 = (X, , Xl x Xl n u). 
Un sous-graphe est partiel si l’ensemble de ses arcs est contenu au sens 
strict dans X, x XI n U. 
Un chemin est un ensemble ordonnk d’arcs tel que l’extrCmitt de 
chacun soit l’origine du suivant. 
Un circuit est un chemin dont l’origine du premier arc et E’extrCmitt 
du dernier sont confondues. 
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Un chemin ou un circuit est Clementaire s’il contient une fois et une 
seule chacun de ses sommets comme origine ou extremite d’art. 
Un chemin ou un circuit est hamiltonien s’il contient tous les sommets 
de G et s’il est Cltmentaire. 
Deux sommets X, y sont adjacents si l’un des arc (x, y) ou (y, x) 
appartient a U. Un graphe est fortement connexe si pour tout couple 
X, y de sommets, il existe un chemin d’origine x, d’extremite y. Dans la 
suite Xi designant un circuit elementaire de G (et l’ensemble de ses 
sommets) on notera (xY)~, l’ensemble des sommets compris entre X, y 
sur le chemin Clementaire d’origine x, d’extremite y du sous graphe partiel 
Xi l’intervalle ainsi defini pouvant etre ferme, ouvert ou semi-ouvert 
selon les conventions habituelles. (La meme notation pourra designer 
le chemin). 
THI~ORBME. Soit G = (.X, U) un l-graphe fortement connexe d: II sommets 
vkjiant la condition (1). 
(1) pour deux sommets quelconques non adjacents x et y 
d+(x) + d-(x) + d+(y) + d-(y) 3 2n - 1. 
G est hamiltonien. 
DI~MONSTRATION. Soit G ungraphe possedant les proprittes preddentes, 
on proctdera par recurrence en supposant le theoreme vrai pour tout 
graphe avec j X 1 ,( II - 1 faux pour un graphe G avec / X j = n. On 
montrera qu’on aboutit a une contradiction. Comme le theoreme est 
trivialement vrai pour n = 2, n = 3, il sera vrai pour tout n et done 
pour tout graphe fini. 
Soit X,, un circuit Clementaire de G de longueur maximum; avec 
2 < / X0 / < n - 1 car G est fortement connexe et ne possede pas de 
circuit hamiltonien. Posons X0 = {x0 ... x1 ... x,-r} et 1 X0 / = m. Soient 
X, ... X, les composantes fortement connexes du sous graphe GX-X, 
engendre par X - X0 . 
1. Chaque sous graphe GX, possdde un circuit hamiltonien 
En effet pour tout x appartenant a Xi (i 3 1) on a: 
Si xk appartient a X0 f7 Tc-(x), x*+1 n’appartient pas & X0 n Tc+(x), 
sinon on pourrait allonger X0, done 
I r,+(x) n &I I + I r,-(x) n xl I < I -J& I. 
Pour j # (0, i) on a 1 T,+(x) n Xj 1 + j TG-(x) n Xj / < I Xi / car si 
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(xx, y) appartient B CT (y, x) ne peut y appartenir sinon GX,UX, serait 
fortement connexe. 
Done pour tout couple, x, y de sommets non adjacents de G,( ) on a 
(en appliquant l’hypothbe (1)) 
Comme GXi est fortement connexe et 1 Xi j < ~1, GXi possede un circuit 
hamiltonien (d’apres l’hypothese de recurrence). 
2. 11 existe au mains un Xi tel que GXO,,i soit fortement eomzexe 
S’il n’existe qu’un Xi (p < 1) c’est evident car G est fortement connexe. 
Supposons que quel que soit i (i 3 1) GXOvX, ne soit pas forteme~~ 
connexe. II existe au moins un j tel que: S,+(X,) PI Xj f 0 I 
Pour un sommet quelconque de GXOUXj il vient: 
n’est par fortement connexe et GXjvXlc non plus. 
one pour un couple de sommets non adjacents quelconque de GXOUx i 
d’apres l’hypothese (1) du thtoreme: 
Or il existe un chemin soit zO 1.. z1 ..’ zt de Xj a X, (car G est fortement 
connexe) avec z1 ... zteI n’appartenant pas a X$ U .X0 . 
Si I’on ajoute a GXOvX5 l’arc (zO , .Q) ce graphe verifiera les co~d~t~~~s 
du thtoreme avec en outre / X, u Xj 1 < n. 11 possedera un circuit 
hamiltonien passant necessairement par l’arc (zO , zt) d’oti dans G urn 
circuit plus long que X,, (en remplaGant l’arc par le chemin z,, z1 **. 23. 
3. Tom les sous graphes GXOuX3 sont fortement connexes 
Supposons qu’ils ne le soient pas et indexons les composantes de 
sorte que: 
G W-JXI soit fortement connexe pour 1 < j < k; 
G XoUX* ne soit pas fortement connexe pour k <j < p alors 
j To+(x) n xj j + j T;;-(X) n xi j < i xj j 
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pour tout j > k et pour tout x appartenant a &, Xi (car GXtUXj n’est 
pas fortement connexe). 
Done pour tout couple de sommets x, y non adjacents appartenant a 
UF=, Xi il vient: 
G ui=, Xi possbde done un circuit hamiltonien (car il est fortement 
connexe) et I &, Xi / < n par hypothbse. 
Ce circuit serait plus long que X0 d’oh la contradiction. 
4. Now allow montrer que “pour tout Xi, il existe au moins un xi 
appartenant & Xi tel que d+(xi) + d-(xi) .< n,” reformulation d’un 
r&&at de Ghouila-Houri [2] 
4.1. LEMME. Si un circuit de m sommets, marqutfs chacun soit d’une 
Croix soit d’un rend, comporte no # 0 rends et n, # 0 s6quences de q Croix, 
on a: 
n,+n,<m-q+l. 
On supposera qu’il existe p sequences de q Croix ou plus, chacune 
encadree par deux ronds (qui peuvent &tre confondus). Par hypothese 
p 3 1. Si la i&me sequence fournit clli sequences de q Croix sa cardinalite 
vaut q + 01~ - 1 done: 
nombre de Croix > (q + a1 - 1) + .*. + (q + 01 p - 1) 
>q+i@i--1 
i=p 
no+n,=m-(nombredecroix)+2c+<m-q+l. 
i=l 
4.2. Supposons qu’il existe un Xi avec pour tout y appartenant a 
X4+(y) + d-(y) 3 n 
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Pour tout y  appartenant h Xi on a F,+(y) n X, f  B T&y) /1 X0 f  0 * 
Si / Xi / = 1 c’est evident d’apres (3); 
Si j Xi j > 1 soit y0 un sommet avec T,-(y,) n X0 = Q et soit s 
le plus petit indice (il existe d’apres (3)) tel que: T,-(yJ A XL,, f m 1 
Si 3ck appartient .T,-(y,) n X0 alors xk+r ... x~+~ (oh q = 1 XC 1) 
n’appartiennent pas a Fc+(yS-l) car sinon G admettrait un circuit plus 
long que X0 , c’est a dire le circuit: 
X7Cfi ... xk: ys ... yo ... yspl x~+~ oti i < q et xkfi 
appartient a T,+(y,-,) circuit que l’on pour-rail noter [x~+~ x7&, ) 
[yS ys-&, d’apres les conventions faites. 
(I1 est entendu que les indices sont a considerer mod&o la Iongueur 
du circuit sur lequel ils sont pris). 
one I rG+(y,-,) A X0 I < I X0 I - I Xi I et 
d+(Y,-,) + eYs-1) 
+ c I TG+( ys-1) A xj / + c 1 rc-(us-i) n & 1 
j#O,i j#O,i 
< Xl xi I - 11 i- I x0 I - I xi I + / xj / 
i#O.j 
ce qui contredit l’hypothese (on ferait la meme d~mo~strati~~ pour 
~G+(Y) A x, f .@>. 
4.3. Pour tout ys de X6 on a 
I C-(Y,) n X0 I + I G+(Y,-,I A x0 i G j x0 I - / xi j + 1. 
En effet on peut marquer les sommets de X0 selon la regle: 
Si xj appartient 8. TG+( ySel) on marque xj d’un rond sinon on mar 
d’une Croix. 
On a vu que si xk appartient a rG-(yS) A X0 cela implique l’existence 
dune strie de q Croix (xktl ... ... xkCf4), il y a done 1;1@ $; 0 (car 
FG+(ys& f? X0 f m) ronds et n, f 0 (car TG-(yJ A X0 f a’> sequences 
de q Croix. 
Done 
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4.4. En supposant d+(y) + d-(y) > y1 pour tout sommet y de Xi on a 
I rG+(~> n X0 I + I rG-(~> n X0 I 
b / x0 1 - / rGf(u> n xi 1 - 1 rG-(y> n & 1 
- j; i / rG+b> n xj 1 - jz i 1 rG-(d n & 1~ 
d’oh 
b I x I - 20 xi I - 1) - c I x, I 
j#O,i 
b I x0 I - I xi I + 2. 
Par ailleurs en sommant de deux fagons differentes le nombre d’arcs 
entre X0 et Xi 
(X0 x Xi u X0 x Xi) n u 
4-l 4-l 
= z. 1 rG+(y& n xO / + z. 1 rG-(&) n xO 1 
4-l 4-l 
= z. / rC+(ys) n x0 / d- z. 1 rG-(Ys) n xO 1 
2 I xi I (I x0 I - I xi I + 2). 
Done il existe un yS avec 
1 rG+(Y8-l) n xO / + 1 rG-(h) n xO 1 3 / xo 1 - / xi 1 + 2 
et la contradiction avec (4.2). C.Q.F.D. 
Dans la suite on choisira pour chaque Xi un xi vCrifiant 
d+(x$) + d-(xi) < n. 
5. Les x, ainsi dt$nis sont adjacents 
(car d+xi + d--xi + d+xj + d-xj < 2(n - 1) < 2n - 1. 
il existe done un ordre sur les Xi tel que pour j > i T,+(&) n Xj # @ 
et bien entendu I’,+(XJ n Xi = .@. 
6. 
11 existe au moins un k 0 < k < m - 1 tel que pour le sommet xk 
appartenant a X0 on ait rG+(&&) n XI # 0 (indice pris modulo i?z) et 
FG+$ n X, = 0 (sans quoi on aurait pour tout k FG+&> n Xl # 0 
et l’sn pourrait allonger X0 car GXOvX est fortement connexe d’apres (3)). 
Pour tout i il vient F,-(x,) f3 X, L 0 sinon il existerait un chemin 
aE1an.t dun sommet quelconque de .T,+(x,-,) R X, a un sommet quel- 
conque de Fc-(xJ n Xi (d’apres (5)) et contenu dans IJ,“=, Xj d’ou un 
circuit plus long que X0 dans G. 
DOllC 
soit 
d+(xJJ i d-(&J < 2 1 x0 j - 2 T i l&i. 
* 
Pour tout sommet de X (qui est non adjacent a xX d’aprts ce 
precede) il vient (d’apres la condition 1). 
d+(y) + d-(y) 2 2~2 - 1 - (2 I & i - 2 t 
done (comme 1 IpG+(y) n Xi ! + / T,-(y) n Xi / < i Xi i (i 3 2) il vient 
) I’,+-(y) n 1, / + j I’c-(y) n X, / 3 3 et il existe done deux sommef.~ 
distincts de X, soit xi xj tels que 
On considerera xn : dernier sommet sur [x~x&, tel que 
W(xh) n x, f M ( 1 i existe necessairement et est different de x+, sans 
quoi, on pourrait allonger &), et &$’ = premier sommet sur jXjlXjj, avec 
rG-(xht) n xi # @ pour au moins un i, i # 0 xh’ existe nkessaireme~t 
I 
et est drfferent de xh+l Saris quoi, on pourrait allonger X0 . 
7. On cherchera un chemin maximum de G,@ entve SC, et x,r selon le proce’dk 
suivant 
7.1. si CT~ est un chemin d’origine x&f d’extremlte 9ck appartenant a 
[x~,x~[~, et s’il existe un couple de sommets x1x1, avec k’ > I v&i&ant 
les conditions suivantes: 
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(a) xI appartient a r,+(x,) n ]x~X~,[~~ et n’appartient pas a uk ; 
(ol’) x1’ appartient a F&x~+~) n ]x~X~&~ et n’appartient pas a gg 
alors on choisira I et I’ de sorte que x2 et x1, soient respectivement le 
premier et dernier sommet sur ]x~x&.~ verifiant (a) (01’). 
On prendra pour chemin 0 k+l le chemin uk(xk , x3[xz , wlxo Cv , xk+d 
7.2. S’il n’existe pas de couple repondant a ces conditions on prendra 
pour uk+l : 4xs+d. 
On obtient de la sorte un chemin (T& d’origine xh, d’extremite xh qui 
n’est pas necessairement Clementaire. 
7.3. Pour obtenir un chemin Us’ passant par les memes sommets et 
Blementaire on fera la remarque suivante: (7.1) et (7.2) definissent une 
application y de l’ensemble des arcs du chemin [xhtxJXQ dans l’ensemble 
des sous graphes ‘cintervalles” du chemin ]x~x~&~ . 
Deux intervalles images par v sont (d’apres (7.1) et (7.2)) soit disjoints 
soit tels que l’un est strictement contenu dans l’autre. 
La famille des intervalles (soit F) recouvre un certain sous ensemble 
des sommets de [x~x~,]~~ . 
De la propriete precedente il decoule que l’on peut extraire une sous 
famille 9’ de 9 recouvrant 9 mais tels que deux intervalles de 9 soient 
disjoints. On remplacera alors dans le chemin (sh un intervalle de F - 9 
par l’arc dont il est image. 
Le chemin uh’ ainsi obtenu est bien tlementaire et passe par les m&mes 
sommets. 
8. 
Tout sommet xt avec xt appartenant a ]xh , xh+& et tel que xt appartient 
a rG+(xlc) n .Fc-(xk+I) pour un xlc appartenant B [xh,xJXO appartient 
necessairement a un d’apres (7) done a oh’. 
Si tous les sommets de ]x~x~~[~~ possedaient la propriete precedente 
il existerait un chemin hamiltonien crh’ allant de xn’ a xh d’oti un circuit 
plus long que X0 dans G (car il existe un chemin d’origine xh d’extremite xh’ 
dans G,_,J. 
8.1. I1 existe done un sommet de ]xkxh’[XO soit x, tel que pour tout xk 
appartenant ii [xh’xh[xo on ait: 
x, n’appartient pas a rc+(x) n r,-(x,+I) 
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en raison de la condition sur x, . 
8.2. Pour tout pointy de XI si xk appartient & T&y), xk+l n’a 
pas A T,+(y) (sans quoi on pourrait allonger &), d’oti 
d+(y) + d-(y) G I x0 1 - I - 1 + C i Xi ~ + 2 I J-5 I, 
i=2 
d’Oi3 
d+(y) t d-(y) + d-(x,) + d+(xJ < 2 ! x0 I + 2 =jy I & I - 2 
i=l 
< 2n - 2 < 2n - 1, 
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x et y devraient done &tre adjacents d’aprks I’hypothbe (l), or ils ne 
peuvent l’Ctre d’aprb le choix de x,(6) d’oh la contradiction et le thCor&ne 
est dkmontrb. 
COROLLAIRE 1 (Camion [2]). Si un 1-graphe complet est fortement 
connexe il est hamiltonien. En eflet deux sommets quelconques &ant adjacents 
la condition (1) est satisfaite. 
COROLLAIRE 2 (Ghoula-Houri [3]). Si un I-graphe h n sommets 
est fortement connexe et si pour tout sommet x d+(x) + d-(x) > n G est 
hamiltonien. En efletpour tout couple de sommets x, y adjacents ou non on a: 
d+(x) + d-(x) + d+(y) + d-(y) 3 2n > 2n - 1. 
COROLLAIRE 3 (Woodall [5]). Si un I-graphe G a r sommets est tel que 
pour deux sommets x, y avec (x, y) n’appartenantpas a U d+(x) + d-(y) 3 n 
G est hamiltonien. En e#et G est fortement connexe: S’il ne l’e’tait 
pas il existerait deux composantes fortement connexes C, , C, avec 
F,-(C,) n (X - C,) = @ et Tc+(C,) n (X - C,) = m. Pour un couple 
x, y de sommets avec x appurtenant a C, y appurtenant h C, il vient 
d+(x) + d-(y) < 1 C, I - 1 + I C, 1 - 1 < n - 1 et (x, y) appartiendrait 
h U d’aprb l’hypothese, contrairement aux d&nitions de C, et C, . 
Pour deux sommets non adjacents x, y il vient d+(x) + d-(y) > n 
d-(x) + d+(y) > n ce qui implique: 
d+(x) + d-(y) f d(x) + d+(y) > 2n - 1 
G vb$e la condition (1) et G est done hamiltonien. 
COROLLAIRE 4 (Ore [4]). Soit G un graphe simple non orient& tel que 
pour deux sommets non adjacents on ait d(x) + d(y) 2 n. G possede un 
cycle hamiltonien. 
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